On the Lattes maps of P^k by Dinh, Tien-Cuong
ar
X
iv
:m
at
h/
00
11
22
6v
1 
 [m
ath
.C
V]
  2
7 N
ov
 20
00 Sur les applications de Latte`s de Pk ∗
Tien-Cuong Dinh
November 10, 2018
Abstract
Let f be a polynomial endomorphism of degree d ≥ 2 of Ck (k ≥ 2)
which extends to a holomorphic endomorphism of Pk. Assume that
the maximal order Julia set of f is laminated by real hypersurfaces in
some open set. We show that f is homogenous and is a polynomial
lift of a Latte`s endomorphism of Pk−1.
Notations:
• f un endomorphisme de degre´ d ≥ 2 ve´rifiant l’hypothe`se du the´ore`me
1.3, g un ite´te´ de degre´ dg de f , b un point fixe re´pulsif de g.
• G la fonction de Green, µ la mesure d’e´quilibre, J l’ensemble de Julia
d’ordre maximal de f .
• ϕ une application de Poincare´ de g en b, Λ := ϕ−1 ◦ g ◦ϕ, G∗ := G ◦ϕ,
µ∗ := ϕ∗(µ), J∗ := ϕ−1(J).
• z = (z1, ..., zk) ∈ Ck, z′ := (z1, ..., zk−1) et ‖z′‖2 := |z1|2 + · · ·+ |zk−1|2.
• Si G est un groupe d’automorphismes de Ck et V un sous-ensemble de
Ck, on note G|V := {τ |V avec τ ∈ G ve´rifiant τ(V ) = τ−1(V ) = V }.
∗Classification mathe´matique: 30D05, 58F23.
Mots cle´s: application de Latte`s, ensemble de Julia, courant de Green.
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1 Introduction
Dans [14], Latte`s a construit des fractions rationnelles semi-conjugue´es a`
des isoge´nies dilatantes d’un tore complexe. L’ensemble de Julia d’une telle
fraction remplit la sphe`re de Riemann et sa mesure d’e´quilibre est lisse en
dehors d’un ensemble fini.
En dimension quelconque, Berteloot et Loeb ont caracte´rise´ les applica-
tions de Latte`s de Pk par le fait que leurs courants de Green sont lisses et
strictement positifs dans un certain ouvert [4]. Notons ici qu’en dimension 1,
les notions de mesure d’e´quilibre et de courant de Green sont co¨ıncides. Rap-
pelons la de´finition d’applications de Latte`s donne´e par Berteloot et Loeb:
De´finition 1.1 Un endomorphisme holomorphe f de degre´ d ≥ 2 de Pk
est appele´ application de Latte`s, s’il existe un groupe d’isome´tries complexes
discret, co-compact A de Ck, une application affine Λf de partie line´aire√
dτ (τ unitaire) ainsi qu’un reveˆtement ramifie´ ϕ : Ck −→ Pk tels que
f ◦ ϕ = ϕ ◦ Λf et A agisse transitivement sur les fibres de ϕ.
Dans [9], en e´tudiant les endomorphismes permutables de Pk, nous avons
introduit et e´tudie´ une classe d’endomorphismes dont la fonction de Green, la
mesure d’e´quilibre et l’ensemble de Julia sont lamine´s. Cette classe contient
e´galement les releve´s polynomiaux des applications de Latte`s. Les relations
e´troites entre les fractions de Latte`s et l’e´tude des fonctions permutables
ont e´te´ e´claire´s par Eremenko dans un travail ante´rieur [10] (voir e´galement
[11, 13, 15]).
Dans ce pre´sent article, nous nous inte´ressons a` des endomorphismes poly-
nomiaux dont l’ensemble de Julia d’ordre maximal est, dans un certain ou-
vert, lamine´ par des hypersurfaces re´elles. Nous allons prouver que ces endo-
morphismes sont homoge`nes et leurs restrictions a` l’hyperplan a` l’infini sont
des applications de Latte`s, c’est-a`-dire qu’ils sont des releve´s polynomiaux
des applications de Latte`s. Dans un cas particulier (pour les applications
polynomiales homoge`nes de Ck+1 dont l’ensemble de Julia d’ordre maximal
est, dans un certain ouvert, une hypersurface re´elle strictement pseudocon-
vexe) on obtient la caracte´risation des applications de Latte`s mentionne´e
ci-dessus. Par meˆme me´thode, nous pouvons sans doute e´tendre notre e´tude
au cas ou` l’ensemble de Julia d’ordre maximal est, dans un certain ouvert,
une varie´te´ re´elle de petite codimension.
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Pour faciliter la lecture, nous allons rappeler quelques notions fondamen-
tales de la the´orie des syste`mes dynamiques holomorphes en plusieurs vari-
ables et re´sumer certaines proprie´te´s utiles pour cet article. Le lecteur trouve
des expose´s de´taille´s dans [18, 12, 2].
Notons π : Ck+1 \ {0} −→ Pk la projection canonique. Soit f un en-
domorphisme holomorphe de degre´ d ≥ 2 de Pk. On note f s l’ite´re´ s-ie`me
de f . Un releve´ de f est un endomorphisme polynomial homoge`ne de Ck+1
ve´rifiant π ◦ F = f ◦ π. On appelle fonction de Green de f la fonction Gf
qui est de´finie par
Gf(z) := lim
s→∞
1
ds
log ‖F s(z)‖.
C’est une fonction continue plurisousharmonique de Ck+1 \{0} ve´rifiant Gf ◦
F = dGf et Gf(λz) = log |λ| + Gf(z) pour tout λ ∈ C∗. On peut de´finir
un courant positif ferme´ de bidegre´ (1, 1) T de Pk tel que π∗T = ddcGf .
Ce courant s’appelle courant de Green. La mesure d’e´quilibre µ de f est
de´finie par µ := T k. C’est la seule mesure de probabilite´ invariante par f
(f ∗µ = dkµ) qui ne charge par les ensembles pluripolaires. Plus pre´cise´ment,
on a
lim
s→∞
1
dks
∑
fs(z)=a
δz = µ
pour tout a n’appartenant pas a` un certain ensemble exceptionnel pluripo-
laire. La notation δz de´signe la masse de Dirac en z. Le support J de
µ s’appelle l’ensemble de Julia d’ordre maximal de f . Cet ensemble n’est
pluripolaire dans aucun ouvert qui le rencontre. Si U est un ouvert rencon-
trant J alors
⋃
s≥1 f
s(U) est un ouvert de comple´mentaire pluripolaire de Pk.
Briend-Duval ont prouve´ que l’ensemble des points pe´riodiques re´pulsifs de
f est dense dans J [6].
Lorsque f est de plus un endomorphisme polynomial de Ck, on utilise la
fonction de Green de´finie par
G(z) := lim
s→∞
1
ds
log+ ‖f s(z)‖
ou` log+(z) := max(0, log(z)). Cette fonction de Green est e´galement con-
tinue, plurisousharmonique et a` croissance logarithmique quand z →∞. Le
courant de Green de´fini ci-dessus est e´gal a` ddcG. L’ensemble de Julia J est
contenu dans le bord du compact {G = 0}. Le compact {G = 0} s’appelle
ensemble de Julia rempli. Notons que la fonction de Green, le courant de
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Green, la mesure d’e´quilibre et l’ensemble de Julia de f s sont e´gaux a` ceux
de f pour tout s ≥ 1.
De´finition 1.2 On dit qu’au voisinage d’un point a l’ensemble J est lamine´
par des hypersurfaces re´elles de classe Cα s’il existe un syste`me de coor-
donne´es re´elles (x1, . . . , x2k) de classe Cα d’un voisinage V de a et un ferme´
K ⊂ R tels que J ∩ V = {(x1, . . . , x2k) avec x2k ∈ K} ∩ V . On dit que dans
un ouvert U , l’ensemble J est lamine´ par des hypersurfaces re´elles de classe
Cα s’il est au voisinage de tout point de U .
Notre re´sultat principal est le the´ore`me suivant:
The´ore`me 1.3 Soit f un endomorphisme polynomial de degre´ d ≥ 2 de Ck
qui se prolonge en endomorphisme holomorphe de Pk (k ≥ 2). Supposons
que dans un ouvert de Ck l’ensemble de Julia d’ordre maximal de f soit non
vide et soit lamine´ par des hypersurfaces re´elles de classe C2+ǫ (0 < ǫ < 1).
Alors pour un syste`me de coordonne´es convenable de Ck, f est homoge`ne.
De plus, la restriction de f a` l’hyperplan Pk \Ck ≃ Pk−1 est une application
de Latte`s.
Remarque 1.4 L’ensemble de Julia d’ordre maximal de f est le bord du
bassin d’attraction du point 0. C’est une varie´te´ re´elle analytique, singulie`re
et strictement pseudoconvexe [3].
Au cas d’une variable, les polynoˆmes de degre´ d ≥ 2 dont l’ensemble de
Julia est une courbe, sont conjugue´s a` zd ou a` ±Td [19, p. 127] ou` Td est le
polynoˆme de Tchebychev de degre´ d. Le polynoˆme Td n’est pas homoge`ne.
En appliquant le the´ore`me 1.3 a` un releve´ polynomial d’un endomor-
phisme f de Pk on obtient le re´sultat suivant:
Corollaire 1.5 [4, 3] Soit f un endomorphisme holomorphe de degre´ d ≥ 2
de Pk (k ≥ 1). Supposons que dans un ouvert de Pk, le courant de Green de
f soit lisse et strictement positif. Alors f est une application de Latte`s.
On dit que le courant de Green de f est lisse et strictement positif dans
un certain ouvert U si dans U il est e´gale a` une forme de bidegre´ (1, 1) de
classe C2+ǫ, strictement positive et ferme´e. Un petit de´faut du lemme 2.5 ne
nous permet pas de remplacer la classe C2+ǫ par C2.
Le point de vu d’Eremenko sur les solutions non triviales de l’e´quation
fonctionnelle f ◦g = g ◦f , en particulier sur les fonctions de Latte`s, concerne
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la notion d’orbifold qui est conside´re´e par Thurston [21]. Cette notion est
e´galement utilise´e au cas de dimension quelconque.
De´finition 1.6 [8, 9] SoitX une varie´te´ complexe. NotonsH(X) l’ensemble
des sous-ensembles analytiques irre´ductibles de codimension 1 de X . On ap-
pelle orbifold un couple (X,m) ou` m est une fonction de´finie sur H(X) a`
valeurs dans N+∪{∞}, e´gale a` 1 sauf sur une famille localement finie de sous-
ensembles analytiques de X . Un reveˆtement d’orbifolds π : (X1, m1) −→
(X2, m2) est un reveˆtement ramifie´ deX1\
⋃
m1(H)=∞H dansX2\
⋃
m2(H)=∞H
ve´rifiant mult(π,H).m1(H) = m2(π(H)) pour toutH ∈ H(X1), ou` mult(π,H)
de´signe la multiplicite´ de π en un point ge´ne´rique de H .
Soit f un endomorphisme holomorphe de Pk de´finissant un reveˆtement
d’un orbifold O = (Pk, m) dans lui-meˆme. Alors, l’ensemble critique de f
est pre´pe´riodique, c’est-a`-dire fn1(Cf ) = fn2(Cf ) pour certains 0 ≤ n1 < n2
ou` Cf de´signe l’ensemble critique de f . On dit qu’une telle application est
critiquement finie. La preuve du corollaire suivant se trouve dans [9]:
Corollaire 1.7 Sous l’hypothe`se du the´ore`me 1.3 ou du corollaire 1.5, il
existe un orbifold O = (Pk, m) tel que f de´finisse un reveˆtement de O dans
lui-meˆme. En particulier, f est critiquement fini.
Voici le plan de la de´monstration. Nous montrons d’abord qu’il existe
un ouvert U dans lequel J est une hypersurface C2+ǫ strictement pseudocon-
vexe. Ceci s’appuie sur trois principaux arguments: G ne peut s’annuller
au voisinage d’aucun point de J car J ⊂ ∂{G = 0}, J n’est pas lamine´ par
des varie´te´s complexes et un the´ore`me de Tre´preau qui implique que si une
feuille F de la lamination de J ne contient aucun sous-ensemble analytique
passant par un point a ∈ F alors G est nulle dans un demi-voisinage de a
borde´ par F .
On choisit un point pe´riodique re´pulsif b ∈ J∩U de pe´riode n. Posons g :=
fn. Le fait que J est strictement pseudoconvexe et invariant par g permet de
rendre a` J la forme Imzk = ‖z′‖2 en utilisant un changement de coordonne´es
local. Plus pre´cise´ment, on construit une application holomorphe (appele´e
application de Poincare´) ϕ : Ck −→ Ck telle que J∗ := ϕ(J) = {Imzk =
‖z′‖2}. Les applications biholomorphes locales qui envoient un ouvert de J∗
dans un autre, en particulier Λ := ϕ−1◦g◦ϕ, sont affines. On peut les de´crire.
En suite, on construit le groupe A de telles applications qui pre´servent les
fibres ϕ−1(z) et on montre que ce groupe agit transitivement sur tous les
fibres de ϕ.
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Le dernier paragraphe se consacre a` la construction de la fibration in-
variante qui entraˆınera l’homoge´nite´ de f . Nous montrons que l’image de
{z′ = u} par ϕ est contenue dans une droite complexe pour tout u ∈ Ck−1.
Pour ceci on utilise les proprie´te´s de la fonction de Green, sa croissance et sa
harmonicite´ sur les varie´te´s stables. On montre finalement que ces droites se
coupent en un point et cette fibration de droites est invariante par f .
2 Applications de Poincare´
On conside`re un endomorphisme f de degre´ d ≥ 2 de Ck dont l’ensemble
de Julia d’ordre maximal J est lamine´ par des hypersurfaces re´elles de classe
C2+ǫ dans un certain ouvert V de Ck. Nous allons e´tudier f en utilisant sa
forme triangulaire au voisinage des points pe´riodiques re´pulsifs.
Une application Λ de Ck dans lui-meˆme est appele´e application triangu-
laire dilatante si elle est du type
Λ(z) = (λ1z1, λ2z2 + P2(z1), ..., λkzk + Pk(z1, ..., zk−1))
ou` 1 < |λ1| ≤ |λ2| ≤ · · · ≤ |λk| et Pi est un polynoˆme en z1, ..., zi−1 ve´rifiant
Pi(λ1z1, ..., λi−1zi−1) = λiPi(z1, ..., zi−1) pour tout i = 2, ..., k.
Lemme 2.1 Soient f un endomorphisme holomorphe de Ck et a un point
fixe re´pulsif de f . Alors il existe une application holomorphe ouverte ϕa :
Ck −→ Ck (application de Poincare´) et une application triangulaire dilatante
Λa : C
k −→ Ck telles que ϕa(0) = a, ϕ′a(0) inversible et f ◦ ϕa = ϕa ◦ Λa.
Si de plus a appartient a` J alors ϕ(Ck) est un ouvert de comple´mentaire
pluripolaire de Pk.
Preuve— D’apre`s le the´ore`me de Sternberg [20], il existe une application
holomorphe ouverte ϕa d’un voisinage U de 0 ∈ Ck dans Ck et une application
triangulaire dilatante Λa : C
k −→ Ck telles que ϕa(0) = a, ϕ′a(0) inversible
et f ◦ ϕa = ϕa ◦ Λa au voisinage de 0. On va prolonger l’application ϕa en
application holomorphe ouverte de Ck dans Ck. Comme Λa est dilatante,
pour tout z ∈ Ck fixe´ la suite Λ−ma (z) tend vers 0. On pose ϕa(z) := fm ◦
ϕa ◦ Λ−ma (z) pour m suffisamment grand. Cette application est bien de´finie,
holomorphe et inde´pendante dem car fm◦ϕa = ϕa◦Λma au voisinage de 0. De
plus, elle est ouverte car ϕa est ouverte au voisinage de 0. Par prolongement
analytique, f ◦ ϕa = ϕa ◦ f dans tout Ck.
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Supposons maintenant que a ∈ J . Par de´finition de ϕ, l’ouvert ϕ(Ck) est
e´gal a` l’ensemble
⋃
m≥1 f
m(U). Comme U ∩ J 6= ∅, ce dernier ouvert est de
comple´mentaire pluripolaire (voir l’introduction).

Corollaire 2.2 Soit f un endomorphisme polynomial de Ck qui se pro-
longe en endomorphisme holomorphe de Pk. Alors son ensemble de Julia
d’ordre maximal J ne contient aucune varie´te´ complexe passant par un point
pe´riodique re´pulsif. En particulier, J n’est pas lamine´ par des varie´te´s com-
plexes dans aucun ouvert qui le rencontre.
Preuve— Supposons que J contient une varie´te´ complexe Σ passant par un
point pe´riodique re´pulsif a ∈ J . Quitte a` remplacer f par un ite´re´, on peut
supposer que a est fixe. Notons Λa et ϕa comme dans le lemme 2.1. Posons
Σ∗ := ϕ−1a (Σ).
Comme Λa est dilatante, la famille {Λma |Σ∗ avec m ∈ N} n’est pas nor-
male. D’apre`s le lemme de renormalisation de Zalcman [9, 17], l’adhe´rence
de l’ensemble
⋃
m∈N Λ
m
a (Σ
∗) contient des images holomorphes non constantes
de C. Par conse´quent, J∗ = ϕ−1a (J) contient des images holomorphes non
constantes de C. Comme ϕa est ouverte, J contient aussi des images holo-
morphes non constantes de C. Ceci contredit le the´ore`me de Liouville car J
est un compact de Ck.
D’apre`s le the´ore`me de Briend-Duval [6], l’ensemble des points pe´riodiques
re´pulsifs est dense dans J . On en de´duit que J ne peut eˆtre lamine´ par des
varie´te´s complexes dans aucun ouvert qui le rencontre.

Proposition 2.3 Soit f un endomorphisme de Ck ve´rifiant l’hypothe`se du
the´ore`me 1.3. Alors il existe un ouvert U de Ck tel que J ∩ U soit une
hypersurface non vide de classe C2+ǫ et strictement pseudoconvexe de U .
Pour prouver cette proposition, on aura besoin du lemme suivant:
Lemme 2.4 Soient I un ouvert de R et K un ferme´ parfait de I. Alors
l’ensemble suivant est dense dans K:
ZK := {x ∈ K, ]x− δ, x[∩K 6= ∅ et ]x, x+ δ[∩K 6= ∅ pour tout δ > 0}.
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Preuve— Supposons que K est non vide. On montre d’abord que ZK est
aussi non vide. Supposons que ce n’est pas le cas. Notons S := I \K. Alors
S est une re´union de´nombrable d’intervalles disjoints Sn de R et chaque point
de K est un sommet de l’un des Sn. En particulier, K est de´nombrable et
les composantes connexes de K sont des singletons. Par hypothe`se, K ne
contient pas de point isole´. Il est donc un ensemble de Cantor. Ceci est
impossible car tout ensemble de Cantor est non de´nombrable.
De meˆme manie`re, on montre que si I ′ ⊂ I est un ouvert ve´rifiant K ′ :=
K ∩ I ′ 6= ∅ alors ZK ′ 6= ∅ et donc ZK ∩ I ′ 6= ∅. Ceci implique que ZK est
dense dans K.

Preuve de la proposition 2.3 — Montrons d’abord qu’il existe un ouvert U
dans lequel J est une hypersurface de classe C2+ǫ. Par hypothe`se sur la
lamination de J , il existe un ouvert V ⊂ Ck muni des coordonne´es locales
(w1, . . . , wk) tel que J ∩V soit une re´union non vide de graphes de fonctions
C2+ǫ au-dessus de
B2k−1 := {w ve´rifiant ‖w‖ < 1 et Rewk = 0}.
Notons ces graphes par Γν ou` le parame`tre ν ∈ R est la partie re´elle de
la k-ie`me coordonne´e du point Γν ∩ {w′ = 0 et Imwk = 0}. C’est-a`-dire
Γν ∩ {w′ = 0 et Imzk = 0} = (0, ν). Notons K l’ensemble des valeurs de ν.
C’est un ferme´ d’un certain ouvert I de R.
Supposons que J n’est une hypersurface dans aucun ouvert qui le rencon-
tre. AlorsK est un ensemble parfait. L’ensemble ZK est de´fini dans le lemme
2.4. Fixons un ν ∈ ZK . Montrons que Γν est Levi-plate. Supposons que Γν
n’est pas Levi-plate. D’apre`s le the´ore`me de Tre´preau, il existe un point
w ∈ Γν au voisinage duquel les disques holomorphes attache´s a` Γν remplit
un demi-voisinage a` un coˆte´ borde´ par Γν [22]. Notons W ce demi-voisinage.
La fonction de Green G est plurisousharmonique, positive ou nulle. Elle
est e´gale a` 0 sur J . Par principe du maximum, elle s’annulle sur W . Par
de´finition de K et de ZK , il existe des feuilles de J qui rencontrent W . On
en de´duit qu’il existe des points de J au voisinage desquels G est nulle. Ceci
contredit le fait que J est contenu dans le bord de {G = 0}.
Alors Γν est Levi-plate pour tout ν ∈ ZK . D’apre`s le lemme 2.4, ZK est
dense dans K. Par continuite´, Γν est Levi-plate pour tout ν ∈ K. En par-
ticulier, J est lamine´ par des varie´te´s complexes. Ceci contredit le corollaire
2.2.
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On conclut qu’il existe un ouvert U de Ck dans lequel J est une varie´te´ de
classe C2+ǫ. Comme G est plurisouharmonique et J est contenu dans le bord
de {G = 0}, la varie´te´ J ∩ U est pseudoconvexe en tout point. Montrons
qu’il est strictement pseudoconvexe en au moins un point. Supposons que ceci
n’est pas le cas. Pour tout a ∈ J ∩ U , on note La l’espace tangent complexe
de J en a, La la forme de Levi de J en a et Ka ⊂ La l’ensemble des vecteurs
holomorphes X ve´rifiant La(X,X) = 0. Comme J est pseudoconvexe,
La est de´finie par une matrice semi-positive diagonable. Par conse´quent,
La(X,X) = 0 entraˆıne La(X, .) = 0. Alors Ka = {X ∈ La,La(X, .) = 0} est
un espace vectoriel complexe de dimension au moins 1. Quitte a` remplacer
U par un ouvert convenable, on peut supposer que la dimension r de Ka
est inde´pendante de a ∈ J ∩ U . D’apre`s le the´ore`me de Freeman [5, p.185],
J ∩ U est lamine´ par des varie´te´s complexes de dimension r. Ceci contredit
le corollaire 2.2.
Alors J ∩U est strictement pseudoconvexe en au moins un point. Quitte
a` remplacer U par un petit voisinage de ce point, on peut supposer que J ∩U
est une hypersurface strictement pseudoconvexe de U .

Par suite, on conside`re b ∈ J ∩U un point pe´riodique re´pulsif de pe´riode
n de f . Posons g := fn. D’apre`s le lemme 2.1, il existe une application
holomorphe ouverte ϕ : Ck −→ Ck et une application triangulaire dilatante
Λ : Ck −→ Ck telles que ϕ(0) = b, ϕ′(0) inversible et g ◦ ϕ = ϕ ◦ Λ. Posons
J∗ := ϕ−1(J), µ∗ := ϕ∗(µ) etG∗ := G◦ϕ. L’application triangulaire dilatante
Λ = (Λ1, . . . ,Λk) s’e´crit sous la forme
Λ(z) = (λ1z1, λ2z2 + P2(z1), ..., λkzk + Pk(z1, . . . , zk−1))
ou` 1 < |λ1| ≤ |λ2| ≤ · · · ≤ |λk| et Pi est un polynoˆme en z1, ..., zi−1 ve´rifiant
Pi(λ1z1, ..., λi−1zi−1) = λiPi(z1, . . . , zi−1).
Lemme 2.5 On a λk = |λi|2 > 1 pour tout i = 1, ..., k − 1. La varie´te´ J∗
est de´finie par Im(αzk) = P (z
′, z′) ou` α 6= 0 est un certain nombre complexe
et P est un polynoˆme re´el homoge`ne de degre´ 2.
Preuve— On choisit un syste`me line´aire de coordonne´es (w1, . . . , wk) de C
k
de sorte que l’espace tangent de J∗ en 0 soit e´gal a` H := {w′ = 0 et Imwk =
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0}. Dans ces coordonne´es Λ n’est pas force´ment triangulaire. On note
Λ∗1, ...,Λ
∗
k leurs fonctions coordonne´es. Au voisinage de 0, J
∗ est le graphe
d’une fonction re´elle h de classe C2+ǫ qui est de´finie sur un ouvert de H ,
c’est-a`-dire J∗ = {Imwk = h(w′,Rewk)} au voisinage de 0. Conside´rons le
de´veloppement d’ordre 2 de h:
h(w′,Rewk) = P (w′) + S(w′)Rewk + c(Rewk)2 +O(‖(w′,Rewk)‖2+ǫ)
ou` P (resp. S) est un polynoˆme re´el homoge`ne de degre´ 2 (resp. 1) et c
est une constante. Comme J∗ est strictement pseudoconvexe en 0, la partie
non-harmonique Q dans P est de´finie strictement positive.
Le fait que J∗ est invariant par Λ implique que l’espace tangent complexe
{wk = 0} et l’espace tangent re´el {Imwk = 0} de J∗ en 0 sont invariants par
la de´rive´e Λ′(0). C’est-a`-dire il existe θ ∈ R tel que Λ∗k(w) = θwk+O(‖w‖2).
On e´crit (Λ∗1, ...,Λ
∗
k−1) sous la forme
(Λ∗1, ...,Λ
∗
k−1) = Aw
′ +Bwk +O(‖w‖2)
ou` A est une matrice carre´e de taille k − 1 et B ∈ Ck−1. On obtient du
de´veloppement de h et de l’invariance de J∗ par Λ en conside´rant seulement
les parties non-harmoniques d’ordre 2 en w′ que θQ(w′) = Q(Aw′). Soient
ν une valeur propre de A et u 6= 0 un vecteur propre associe´ a` ν. On
a θQ(λu) = Q(λνu) pour tout λ ∈ C. Comme Q est de´finie strictement
positive, on obtient de la dernie`re e´galite´ que θ = |ν|2.
L’application Λ e´tant dilatante, le module de ν doit eˆtre strictement plus
grand a` 1. On constate que θ est la plus grande valeur propre de Λ′(0) et
elle est strictement plus grande que les autres en module. Ceci implique que
θ = λk et {zk = 0} = {wk = 0}. On peut alors choisir w′ = z′ et wk = αzk
avec un α ∈ C∗ convenable. On a λk = |λi|2 pour tout i = 1, ..., k − 1.
L’application Λ e´tant triangulaire, les polynoˆmes Pi sont de degre´ 1 si i 6= k
et de degre´ 2 si i = k. Comme Λ est triangulaire, on a B = 0. Pour
simplifier les notations, on suppose que α = 1. Le fait que J∗ est invariant
par Λ implique que
λkh(z
′,Rezk) + ImPk(z′) = h(Λ1(z′), ...,Λk−1(z′), λkRezk + RePk(z′)).
En conside´rant les termes d’ordre 2, on obtient:
λk[P (z
′)+S(z′)Rezk+c(Rezk)2]+ImPk(z′) = P (Az′)+λkS(Az′)Rezk+cλ2k(Rezk)
2.
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Cette dernie`re e´quation implique que S = 0 et c = 0 car les valeurs propres
de A est de module strictement supe´rieur a` 1 et λk > 1.
Posons r(z′,Rezk) := h(z′,Rezk)− P (z′) = O(‖(z′,Rezk)‖2+ǫ). Il reste a`
montrer que r = 0. Soit Ψ : Ck−1 × R −→ Ck−1 × R de´finie par
Ψ(z′,Rezk) := (Λ1(z′), ...,Λk−1(z′), λkRezk + RePk(z′)).
Alors on a λkr(z
′,Rezk) = r(Ψ(z′,Rezk)). On en de´duit que r(z′,Rezk) =
λskr(Ψ
−s(z′,Rezk)). D’autre part, on obtient de la triangularite´ de Λ que
Ψ−s(z′,Rezk) = O(λk
−s/2 log s) quand s→∞. Par suite,
r(z′,Rezk) = lim
s→∞
λskr(Ψ
−s(z′,Rezk)) = lim
s→∞
λskO(λ
−(2+ǫ)s/2
k (log s)
2+ǫ) = 0.

Proposition 2.6 Quitte a` effectuer un changement de coordonne´es qui fixe
la droite {z′ = 0}, on peut supposer que J∗ soit de´finie par l’e´quation Imzk =
‖z′‖2. Dans ces nouvelles coordonne´es Λ n’est pas force´ment triangulaire et
la fonction G∗(z) est nulle si Imzk ≥ ‖z′‖2.
Preuve— On effectue le premier changement de coordonne´es zk 7→ αzk qui
permet de supposer que α = 1.
Le polynoˆme re´el P (z′, z′), qui de´finit la varie´te´ J∗, est homoge`ne de
degre´ 2. On peut l’e´crire en somme q(z′, z′) + ImH(z′) ou` q est une forme
hermitienne et H est un polynoˆme holomorphe de degre´ 2. Quitte a` changer
zk par zk −H(z′), on peut supposer que H = 0.
Comme J est strictement pseudoconvexe en b, q est de´finie strictement
positive ou ne´gative. Quitte a` remplacer zk par −zk au cas ne´cessaire, on
peut supposer que q est de´finie strictement positive. Un changement line´aire
convenable des coordonne´es z1, ..., zk−1 rend q sa forme canonique q(z′, z′) =
‖z′‖2.
Il est clair que les changements de coordonne´es effectue´s fixent la droite
{z′ = 0}. La fonction plurisouharmonique, positiveG∗ est nulle sur l’hypersurface
J∗ qui est strictement pseudoconvexe. Par principe du maximum, elle doit
s’annuller e´galement sur les disques holomorphes a` bord dans J∗. On en
de´duit qu’elle s’annulle sur {z ∈ Ck, Imzk ≥ ‖z′‖2}.

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3 Groupes d’automorphismes pre´servant J∗
On utilise les notations du paragraphe 2 avec le syste`me de coordonne´es
de´fini par la proposition 2.6. On n’aurra plus besoin du fait que Λ est trian-
gulaire. Rappelons que la droite {z′ = 0} est toujours invariante par Λ et la
restriction de Λ sur cette droite est l’application line´aire (0, zk) 7→ (0, λkzk)
ou` λk ∈ R+ est la plus grande valeur propre de Λ′(0). Les autres valeurs
propres de Λ′(0) sont de module
√
λk.
Pour tout w = (w′, v + i‖w‖2) ∈ J∗ avec w′ ∈ Ck−1 et v ∈ R, posons
τw(z) := (z
′ + w′, zk + 2iw′z′ + v + i‖w′‖2). C’est une application affine,
inversible et ve´rifiant τw(0) = w. Elle pre´serve les varie´te´s {Imzk − ‖z′‖2 =
const}. Notons pour tout λ re´el positif σλ l’application line´aire de Ck dans
lui-meˆme de´finie par σλ(z
′, zk) := (
√
λz′, λzk). Cette application pre´serve J∗.
Notons G1 (resp. G2, G3 et G4) l’ensemble des automorphismes affines de Ck
qui s’e´crivent sous forme (u(z′), zk) (resp. σλ ◦ (u(z′), zk), τw ◦ (u(z′), zk) et
τw ◦σλ ◦ (u(z′), zk)) ou` u est un automorphisme line´aire isome´trique de Ck−1,
λ ∈ R+ et w ∈ J∗. On ve´rifie sans peine que G1 et G2 sont des groupes.
L’ensemble G3 est e´gal a` l’ensemble des e´le´ments de G4 dont toute valeur
propre de la partie line´aire est de module 1.
Lemme 3.1 Soient w, w˜ deux points de J∗ et τ une application holomorphe
ouverte d’un voisinage W de w dans Ck avec τ(w) = w˜. Supposons que
τ(J∗ ∩W ) ⊂ J∗. Alors τ−1w˜ ◦ τ ◦ τw appartient a` G2. Par conse´quent, G3 et
G4 sont des groupes et τ ∈ G4.
Preuve— On peut conside´rer ce lemme comme un corollaire d’un re´sultat
d’Alexander [1]. Donnons ici une autre preuve.
Observons que l’application τ−1w˜ ◦ τ ◦ τw pre´serve J∗ et fixe le point 0. Il
suffit donc de conside´rer le cas w = w˜ = 0. Dans ce cas τw = τw˜ = Id. On
pose τ = (τ ′, τ ′′) ou` τ ′ se compose par k−1 premie`res fonctions coordonne´es
de τ et τ ′′ est sa dernie`re fonction coordonne´e.
Le fait que J∗ est invariant par τ implique que
Imτ ′′(z′,Rezk + i‖z′‖2) = ‖τ ′(z′,Rezk + i‖z′‖2)‖2.
En particulier, pour Rezk = 0 on a
Imτ ′′(z′, i‖z′‖2) = ‖τ ′(z′, i‖z′‖2)‖2.
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La partie pluriharmonique du membre a` droite est nulle. Par conse´quent,
Imτ ′′(z′, 0) = 0 et donc τ ′′(z′, 0) = 0. On peut dire que τ pre´serve l’hyperplan
{zk = 0}.
Soient z ∈ J∗ assez proche de 0 et z˜ := τ(z). Posons τ˜ = (τ˜ ′, τ˜ ′′) :=
τ−1z˜ ◦ τ ◦ τz. Comme τ , l’application τ˜ pre´serve J∗ et fixe 0. On montre
de meˆme manie`re que τ˜ pre´serve {zk = 0}. Ceci implique que l’image de
l’hyperplan tangent de J∗ en z par τ est un hyperplan. Soit Pk∗ ≃ Pk
l’ensemble des hyperplans de Pk. Notons F la famille des hyperplans dont
l’image par τ est un hyperplan. C’est un ensemble analytique dans Pk∗ qui
contient la famille F ′ des hyperplans tangents a` J∗ au voisinage de 0. Comme
F ′ est de codimension re´elle 1 dans Pk∗, la famille analytique F est un ouvert
de Pk∗ et contient tous les hyperplans qui passent au voisinage de 0. On en
de´duit que τ est affine et donc line´aire car τ(0) = 0.
Comme J∗ est invariante par τ et τ(0) = 0, l’hyperplan tangent re´el
{Imzk = 0} de J∗ en 0 est invariant par τ ′(0). Par conse´quent, ∂τ ′′∂zk (0) est un
nombre re´el et ∂τ
′′
∂z′
(0) = 0. On peut donc e´crire τ ′′(z) = λzk ou` λ ∈ R. Le
fait que J∗ est invariant par τ implique que λ‖z′‖2 = ‖τ ′(z′,Rezk+ i‖z′‖2)‖2.
D’ou` λ > 0, τ ′ est inde´pendant de zk et ‖ 1√λτ ′(z′)‖ = ‖z′‖2. Ceci implique
que u := 1√
λ
τ ′(z′) est une isome´trie complexe de Ck−1. L’application τ(z)
s’e´crit sous la forme σλ ◦ (u(z′), zk). Il appartient donc a` G2.
Notons G˜4 le groupe engendre´ par les e´le´ments de G4. Soit τ ∗ ∈ G˜4. On
montre que τ ∗ ∈ G4. Comme τ ∗ est un automorphisme pre´servant J∗, le point
w∗ := τ ∗(0) appartient a` J∗. D’apre`s la premie`re partie, τ−1w∗ ◦ τ ∗ appartient
a` G2. Ceci implique que τ ∗ ∈ G4. L’ensemble G4 est donc un groupe. En
particulier, τ ∈ G4.
L’ensemble G3 est e´gal a` l’ensemble des e´le´ments de G4 dont toute valeur
propre de la partie line´aire est de module 1. Par conse´quent, G3 est aussi un
groupe.

Corollaire 3.2 L’application Λ s’e´crit sous la forme σλk ◦ τ ou` τ est un
e´le´ment de G1.
Preuve— D’apre`s le lemme 3.1, l’application Λ s’e´crit sous la forme σλ ◦ τ
ou` λ > 0 et τ ∈ G1. On sait que la restriction de Λ sur {z′ = 0} est e´gale a`
(0, zk) 7→ (0, λkzk). Par conse´quent, λ = λk et donc Λ(z) = σλk ◦ τ .

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Corollaire 3.3 Soient w, w˜ deux points de J∗ ve´rifiant ϕ(w) = ϕ(w˜). Alors
il existe τ ∈ G3 avec τ(w) = w˜ tel que τ ◦ ϕ = ϕ.
Preuve— On conside`re le cas ou` w et w˜ n’appartiennent pas a` l’ensemble
critique de ϕ. Le cas ge´ne´ral sera de´duit par prolongement analytique. Fixons
des petits voisinages W , W˜ , V de w, w˜ et de ϕ(w) = ϕ(w˜) tels que ϕ re´alise
un biholomorphisme entre W (resp. W˜ ) et V . On pose τ := (ϕ|−1
W˜
) ◦ ϕ|W .
On a ϕ ◦ τ = ϕ sur W et
τ(J∗ ∩W ) = (ϕ|W˜ )−1(J ∩ V ) = J∗ ∩ W˜ .
D’apre`s le lemme 3.1, l’application τ appartient a` G4. Par prolongement
analytique on a ϕ ◦ τ = ϕ sur Ck.
L’application τ s’e´crit sous forme τ ∗ ◦ σλ ◦ τ˜ ou` λ > 0, z ∈ J∗ et τ ∗ et
τ˜ appartient a` G3. Il reste a` montrer que λ = 1. Supposons que λ 6= 1.
Alors les valeurs propres de la partie line´aire de τ sont diffe´rentes de 1. Il
existe donc z ∈ Ck tel que τ(z) = z. Au voisinage de z l’application τ re´alise
donc une permutation dans les fibres de ϕ. Par conse´quent, pour un certain
m ≥ 1, on a τm = Id. En particulier, les valeurs propres de la partie line´aire
de τ sont de module 1. Ceci contredit le fait que λ 6= 1.

Il est clair que l’ensemble des applications ve´rifiant le corollaire 3.3 forme
un sous-groupe discret de G3. Notons A ce groupe. Les e´le´ments de ce groupe
pre´servent J∗. On note A|J∗ la restriction de A sur J∗ (voir les premie`res
notations de l’article).
Proposition 3.4 Le groupe A|J∗ est co-compact. Le groupe A agit transi-
tivement sur les fibres de ϕ.
Preuve— Pour ne pas confondre les notations, on note w′ les k−1 premie`res
coordonne´es de w et w′′ sa dernie`re coordonne´e pour tout w ∈ Ck. Pour
toute application τ de Ck dans Ck, τ ′ se compose par les k − 1 premie`res
fonctions coordonne´es de τ et τ ′′ est la dernie`re fonction coordonne´e de τ .
L’application Λ e´tant dilatante et pre´servant les fibres de ϕ, pour montrer
queA|J∗ est co-compact, il suffit de montrer qu’il existe un ouvert borne´W de
J∗ contenant 0 tel que pour tout w ∈ ∂W , il existe w∗ ∈ W ve´rifiant ϕ(w∗) =
ϕ(w). En effet, ceci implique que W contient un domaine fondamental de
A|J∗.
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Notons Π la projection de J∗ dans Ck−1 × R de´finie par Π(z′, zk) :=
(z′,Rezk). On choisit un nombre fini de points as = (a′s, a
′′
s) ∈ J∗ pour s = 1,
2, 3, ... ve´rifiant les proprie´te´s suivantes:
1. Pour tout s, on a 1/2 < ‖Π(as)‖ < 1.
2. Dans Ck−1 × R, l’enveloppe convexe U des points Π(as) contient la
boule de centre 0 est de rayon 1/2.
3. Pour tout u ∈ ∂U , il existe un s tel que ‖u−Π(as)‖ < 1/16.
On choisit b0 ∈ J∗ tel que ‖b0‖ < 1/100 et tel que la mesure
1
(dg)sk
∑
gs(z)=ϕ(b0)
δz
tende vers µ quand s tend vers l’infini. Alors l’ensemble
⋃
s≥0 g
−s(ϕ(b0)) est
dense dans J . Quitte a` pertuber le´ge`rement les points as, on peut supposer
qu’il existe un p tel que gp(ϕ(as)) = ϕ(b0) pour tout s. Posons bs := Λ
p(as).
Soit V l’enveloppe convexe des Π(bs) et W := Π
−1(V ). Observons que V est
de taille λ
p/2
k dans les directions complexes et λ
p
k dans la direction re´elle (voir
le corollaire 3.2).
Pour w ∈ ∂W , on choisit un s tel que ‖Π(Λ−p(w))− Π(as)‖ < 1/16. Si
τ = (τ ′, τ ′′) ∈ A est tel que τ(b0) = bs et w∗ := τ−1(w) alors ϕ(w∗) = ϕ(w).
On montre que w∗ ∈ W . D’apre`s la condition 2, il suffit de montrer que
‖w∗′‖ < λp/2k /4 et ‖Rew∗′′‖ < λpk/4. Comme τ ′ et 1√λkΛ′ sont des isome´tries
de Ck−1, on obtient
‖w∗′ − b′0‖ = ‖w′ − b′s‖ = λp/2k ‖Λ−p(w)′ − a′s‖ < λp/2k /16.
D’ou` ‖w∗′‖ < λp/2k /4 car ‖b0‖ < 1/100.
Posons τ˜ = (τ˜ ′, τ˜ ′′) := τ−1bs ◦ τ ◦ τb0 , w1 := τ−1bs (w) et w2 := τ˜−1(w1). Alors
w∗ = τb0(w2) et τ˜ est line´aire isome´trique car τ ∈ G3 et τ(0) = 0. On a
‖w′2‖ = ‖w′1‖ = ‖w′ − b′s‖ ≤ λp/2k /16.
On a aussi Rew′′1 = w
′′ − Reb′′s + 2Im(w′ − b′s)(b
′
s). D’ou`
‖Rew′′1‖ ≤ ‖w′′ − Reb′′s‖+ 2‖w′ − b′s‖‖b′s‖ ≤ 3λpk/16
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car
‖w′′ − Reb′′s‖ = λpk‖Λ−p(w)′′ − a′′s‖ < λpk/16
et
‖w′ − b′s‖‖b′s‖ = λpk‖Λ−p(w)′ − a′s‖‖a′s‖ ≤ λpk/16.
Comme τ˜ est line´aire isome´trique, on a ‖Rew′′2‖ ≤ 3λpk/16 car w2 = τ˜−1(w1).
Comme w∗ = τb0(w2), on a Rew
∗′′ = Rew′′2 + Reb0 − 2Im(w′2b0). Par
conse´quent,
‖Rew∗′′‖ ≤ ‖Rew′′2‖+ ‖Reb′′0‖+ 2‖w′2‖‖b0‖ ≤
3λpk
16
+
1
100
+
λ
p/2
k
800
≤ λ
p
k
4
.
Il en re´sulte que A|J∗ est co-compact. L’ensemble ϕ(J∗) est un compact
de J . D’apre`s le lemme 2.1, J \ ϕ(J∗) est un ouvert pluripolaire de J . Cet
ouvert est donc vide car J n’est pas pluripolaire dans aucun ouvert qui le
rencontre. On a J = ϕ(J∗).
Montrons que A agit transitivement sur les fibres de ϕ. Le corollaire 3.3
montre queA agit transitivement sur le fibre ϕ−1(z) pour tout z ∈ J . Comme
#g−1(z) ≤ (dg)k pour tout z, l’ensemble Λ−1(Aw) est une re´union d’au plus
(dg)
k orbites de A pour tout w ∈ J∗. Si ϕ(w) 6∈ g(Cg), on a #g−1(ϕ(w)) =
(dg)
k ou` C signifie l’ensemble critique. La relation g ◦ϕ = ϕ ◦Λ implique que
ϕ−1(Cg) ⊂ Λ−1(Cϕ). Alors pour tout w ∈ J∗ \ Λ−1(Cϕ), l’ensemble Λ−1(Aw)
est une re´union de (dg)
k orbites de A. Pour un w ∈ J∗ \ Λ−1(Cϕ) fixe´, on
peut choisir τ1, ..., τ(dg)k des e´le´ments de A avec τ1 = Id tels que Λ−1(Aw)
soit la re´union des orbites A.Λ−1(τs(w)) de A pour s = 1, ..., (dg)k.
Par prolongement analytique, ceci est vrai pour tout w ∈ Ck a` l’exception
d’une hypersurface complexe qu’on notera Σ ou` les points ϕ(Λ−1(τs(w))) ne
sont pas distincts. Supposons que A n’agisse pas transitivement sur les fi-
bres de ϕ. Il existe donc w et u tels que w 6∈ A.u et ϕ(w) = ϕ(u). Quitte
a` pertuber le´ge`rement w et u on peut supposer que Λ−n(Aw) ∩ Σ = ∅
et Λ−n(Au) ∩ Σ = ∅ pour tout n ≥ 1. Par suite, ϕ(Λ−1(τs(w)) (resp.
ϕ(Λ−1(τs(u))) sont les (dg)k pre´images diffe´rentes de ϕ(w) = ϕ(u) par g. On
en de´duit qu’il existe s1 tel que ϕ(Λ
−1 ◦ τ1(w)) = ϕ(Λ−1 ◦ τs1(w)). Comme
τ1 = Id, on a ϕ(Λ
−1(w)) = ϕ(Λ−1(τs1(w))).
Par re´currence, il existe s1, s2, ... tels que pour tout m ≥ 1 on ait
ϕ(wm) = ϕ(um) ou` wm := Λ
−m(w) et um := Λ−1 ◦ τsm ◦ · · · ◦ Λ−1 ◦ τs1(u).
Comme w 6∈ A.u, on a wm 6∈ A.um pour tout m ≥ 1. La suite um est borne´e.
En effet Λ−1 est contractante et le corollaire 3.3 permet de controˆler les τsj .
Soit (umr) une sous-suite de (um) tendant vers u0. Comme wm tend vers 0,
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on a ϕ(u0) = ϕ(0). Comme ϕ(0) = b ∈ J , on a u0 ∈ J∗. Il existe donc
τ ∈ A tel que τ(u0) = 0. La suite vmr := τ(umr) tend vers 0 et ve´rifie
ϕ(vmr) = ϕ(wmr), vmr 6= wmr car wmr 6∈ A.umr . C’est la contradiction
recherche´e car ϕ est injective au voisinage de 0.

Corollaire 3.5 L’ensemble J est e´gal a` ϕ(J∗). De plus, pour tout z ∈ J
l’ensemble
⋃
n≥0 g
−n(z) est dense dans J . On en de´duit que pour tout w ∈ J∗
l’ensemble
Bw := {Λ−n ◦ τ(w) avec n ≥ 0 et τ ∈ A}
est dense dans J∗.
Preuve— On a montre´ dans la preuve de la proposition 3.4 que J = ϕ(J∗).
On en de´duit que J est une varie´te´ e´ventuellement singulie`re et avec ou sans
bord.
Soient z ∈ J et w ∈ ϕ−1(z). Comme Λ est dilatante, la suite de wm :=
Λ−m(w) tend vers 0. Par conse´quent la suite de zm := ϕ(wm) tend vers b.
On a
gm(zm) = g
m(ϕ(wm)) = ϕ(Λ
m(wm)) = ϕ(w) = z.
D’ou` zn ∈ g−n(z). On en de´duit que b appartient a` l’adhe´rence de
⋃
m≥0 g
−m(z).
Ceci est vrai pour tout point pe´riodique re´pulsif b de f qui n’appartient a`
la singularite´ de J . L’ensemble de tels b est dense dans J . On constate que⋃
m≥0 g
−m(z) est dense dans J .
L’ensemble Bw est e´gal a` ϕ−1(
⋃
m≥0 g
−m(z)) ou` z := ϕ(w). Il est donc
dense dans ϕ−1(J) = J∗.

Corollaire 3.6 a. La valeur propre λk de Λ est e´gale a` dg. La mesure µ
∗
est e´gale a` cΠ∗(m) ou` c > 0 est une constante, Π : J∗ −→ Ck−1 × R est
de´finie par Π(z) := (z′,Rezk) et m est la mesure de Lebesgue sur Ck−1 × R.
b. Il existe une application Λf ∈ G4 dont la partie line´aire est de de´terminant
d(k+1)/2 telle que f ◦ ϕ = ϕ ◦ Λf .
Preuve— a. Posons µ˜∗ := Π∗(m). D’apre`s le corollaire 3.2, on a Λ∗(µ˜∗) =
(λk)
kµ∗. D’apre`s le corollaire 3.3, µ˜∗ est invariante par A|J∗. D’apre`s la
proposition 3.4, il existe une mesure positive µ˜ a` support dans J telle que
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ϕ∗(µ˜) = µ˜∗. La relation Λ∗(µ˜∗) = λkkµ
∗ entraˆıne g∗(µ˜) = λkkµ˜. Mais on
sait que g de´finit un reveˆtement ramifie´ de degre´ (dg)
k de Ck dans Ck. Par
conse´quent la masse de g∗(µ˜) est (dg)k fois plus grande que celle de µ˜. On
obtient donc (λk)
k = (dg)
k et λk = dg.
On sait que µ est la seule mesure de probabilite´ invariante de g qui ne
charge pas les ensembles pluripolaires. La mesure µ˜ est invariante par g
et ne charge par les ensembles pluripolaires. Par conse´quent, il existe une
constante c > 0 telle que µ = cµ˜. On en de´duit que µ∗ = cΠ∗(m).
b. On choisit w1 ∈ J∗ et w2 ∈ J∗ tels que f(ϕ(w1)) = ϕ(w2). On peut
supposer que w1, w2 n’appartiennent pas a` Cϕ et ϕ(w1) n’appartient pas a` Cf .
Fixons des petits voisinagesW1, U1,W2, U2 de w1, ϕ(w1), w2 et ϕ(w2) tels que
ϕ re´alise un biholomorphisme entreW1 (respW2) et U1 (resp. U2) et f re´alise
un biholomorphisme entre U1 et U2. Posons Λf := (ϕ|W2)−1 ◦ (f |U1) ◦ (ϕ|W1).
On a f ◦ϕ = ϕ ◦Λf . Comme f(J) = J , on a Λ(J∗∩W1) = J∗∩W2. D’apre`s
le lemme 3.1, Λf ∈ G4. Par prolongement analytique f ◦ ϕ = ϕ ◦ Λf sur Ck.
On en de´duit que g◦ϕ = ϕ◦Λnf car g = fn. Ceci montre que Λ◦Λ−nf pre´serve
les fibres de ϕ. Il est donc un e´le´ment de A et ainsi sa partie line´aire est de
de´terminant 1. Par conse´quent, det Λnf = det Λ = d
(k+1)/2
g = dn(k+1)/2. D’ou`
det Λf = d
(k+1)/2.

4 Fibration invariante
Observons que Λf pre´serve la fibration {z′ = const}. On montrera que
l’image de cette fibration par ϕ est une fibration de droites complexes passant
par un point. Cette fibration est donc invariante par f et ceci impliquera
que f est homoge`ne.
Pour la suite, on note L := Pk \ Ck l’hyperplan a` l’infini. Pour tout
u ∈ Ck−1, on note Du := {z ∈ Ck, z′ = u}, D+u := {z ∈ D, Imzk ≥ ‖u‖2},
D−u := {z ∈ D, Imzk ≤ ‖u‖2} et lu := {z ∈ D, Imzk = ‖u‖2}.
Rappelons la version suivante du principe de Phragme´n-Lindelo¨ff qui sera
utilise´e dans ce paragraphe:
Lemme 4.1 [9] Soit v ≥ 0 une fonction continue sous-harmonique de´finie
sur le demi-plan D− := {z ∈ C| Imz ≤ 0} et nulle sur R. Supposons qu’il
existe un nombre re´el λ > 1 tel que v(λz) = λv(z) pour tout z ∈ D−. Alors
v(z) = −cImz ou` c ≥ 0 est une constante.
18
Proposition 4.2 La fonction G∗(z) est e´gale a` max(0, c′(‖z′‖2 − Imzk)) ou`
c′ > 0 est une constante. Par conse´quent, les varie´te´s complexes Σ ⊂ {G∗ 6=
0} sur lesquelles G∗ est pluriharmonique sont des ouverts des droites com-
plexes Du.
Preuve— D’apre`s la proposition 2.6, si Imzk ≥ ‖z′‖2 on a G∗(z′, zk) = 0. Il
reste a` traiter le cas ou` Imzk ≤ ‖z′‖2.
D’apre`s le lemme 4.1, il existe une constante c′ ≥ 0 telle que G∗(0, zk) =
−c′Imzk lorsque Imzk ≤ 0. On va montrer que G∗(z′, zk) = c′(‖z′‖2 − Imzk)
pour Imzk ≤ ‖z′‖2. Comme G∗ est continue, il suffit de le montrer pour une
famille dense de z′. Soient B0 de´fini dans le corollaire 3.5 et w = (u, v) ∈ B0.
Alors il existe s ≥ 0 et τ ∈ A tels que w = Λ−s◦τ(0). Supposons que Imzk ≤
‖u‖2. Les applications τ et σ1/dg ◦ Λ pre´servant les varie´te´s {Imzk − ‖z′‖2 =
const}, il existe x ∈ R tel que τ−1 ◦Λs(u, zk) = (0, x+ i(dg)s(Imzk − ‖z′‖2)).
D’autre part G∗ ◦ Λ = dgG∗ et G∗ ◦ τ = G∗. On obtient
G∗(u, zk) = (dg)−sG∗(0, x+ i(dg)s(Imzk − ‖z′‖2)) = −c′(Imzk − ‖z′‖2).
Ceci est valable pour tout w = (u, v) ∈ B0. D’apre`s le corollaire 3.5, B0 est
dense dans J∗. D’ou` G∗(z′, zk) = c′(‖z′‖2 − Imzk) pour tout Imzk ≤ ‖z′‖2.
La fonction G∗ est positive ou nulle et non identiquement nulle. D’ou` c′ > 0.

Lemme 4.3 Soit u ∈ Ck−1. Supposons que la restriction de ϕ sur Du n’est
pas injective. Alors le groupe Au := A|Du agit transitivement sur les fibres
de ϕ|Du. De plus, il existe α ∈ R+ tel que
Au = {(u, zk) 7→ (u, zk + nα) avec n ∈ Z}.
Preuve—Montrons d’abord queAu contient un e´le´ment diffe´rent de l’identite´.
Soient w1, w2 ∈ Du ve´rifiant ϕ(w1) = ϕ(w2). D’apre`s la proposition 3.4, il
existe τ ∈ A tel que τ(w1) = τ(w2) et w1 6= w2. Comme τ ∈ A ⊂ G3, τ
pre´serve la fibration {z′ = const}. Par conse´quent, τ pre´serve la droite Du
qui contient w1 et w2. On en de´duit que Au contient τ |Du qui est diffe´rent
de l’identite´ car τ(w1) = w2 6= w1.
Ce raisonnement implique e´galement que Au agit transitivement sur les
fibres de ϕ|Du car A agit transitivement sur les fibres de ϕ.
Comme A est un sous-groupe discret de G3, le groupe Au est un groupe
discret d’isome´tries complexe de Du. Le fait que J∗ est invariant par A
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implique que Au pre´serve la droite re´elle lu := Du ∩ J∗ = {z′ = u et Imzk =
‖u‖2}. Soit τ ∈ Au. Alors il existe x ∈ R tel que τ(u, zk) = (u,±zk + x).
Montrons que τ(u, zk) 6= (u,−zk + x). Supposons que c’est le cas. Alors
comme G∗ ◦ τ = G∗, la proposition 4.2 entraˆıne c′ = 0 ce qui est impossible.
Alors les e´le´ments de Au sont du type (u, zk) 7→ (u, zk+x). Comme c’est
un groupe discret, il existe α ∈ R+ tel que
Au = {(u, zk) 7→ (u, zk + nα) avec n ∈ Z}.

On dit que C ⊂ Pk est une courbe holomorphe immerge´e s’il existe une
surface de Riemann S et une application holomorphe non constante ψ de S
dans Pk telles que C = ψ(S).
Lemme 4.4 Soient u ∈ Ck−1 et ω ∈ L. Supposons que l’ensemble C :=
ϕ(Du)∪{ω} est une courbe holomorphe immerge´e dans Pk. Supposons aussi
qu’en ω au moins une composante de C coupe L transversalement. Alors il
existe α ∈ R+ et ν1, ν2 ∈ Ck tels que ϕ(u, zk) = exp(2πizk/α)ν1 + ν2. En
particulier, ϕ(Du) est contenue dans une droite complexe.
Preuve— Montrons d’abord que ϕ|Du n’est pas injective. Supposons que
cette application soit injective. Alors ϕ(Du) est un C immerge´ dans Ck. Par
hypothe`se, ϕ(Du)∪{ω} est une courbe holomorphe immerge´e dans Pk. Cette
courbe est donc un P1. Par conse´quent, ϕ(u, zk) tend vers ω quand zk →∞.
C’est contradiction car l’image de D+u par ϕ est contenue dans le compact
{G = 0} de Ck.
On note α le nombre re´el positif de´fini dans le lemme 4.3. Soit Ψ : Du −→
C∗ de´finie par Ψ(u, zk) := exp(2iπzk/α). Alors il existe une application
holomorphe injective ψ : C∗ −→ Ck telle que ϕ = ψ ◦Ψ. Posons G˜ := G ◦ ψ.
On a G∗ = G˜ ◦Ψ et d’apre`s la proposition 4.2
G˜(ζ) = max
(
0, c′‖u‖2 + c
′α
2π
log |ζ |
)
pour tout ζ ∈ C∗. On sait {G = 0} est un compact de Ck. Par conse´quent,
ψ est borne´e au voisinage de 0. Elle se prolonge holomorphiquement en
une application de C dans Ck. Quand z tend vers l’infini, la fonction G
a une croissance logarithmique. Ceci implique que ψ(ζ) a une croissance
20
polynomiale quand ζ → ∞. Par suite, ϕ(Du) est une courbe alge´brique qui
coupe L en un seul point. Par hypothe`se, ce point doit eˆtre ω et l’intersection
de la courbe alge´brique avec L est transversale. Cette courbe est donc une
droite projective.
Comme ψ est injective, elle est une application polynomiale de degre´ 1.
Soient ν1 ∈ Ck et ν2 ∈ Ck tels que ψ(ζ) = ν1ζ + ν2. Alors ϕ(0, zk) =
exp(2iπzk/α)ν1 + ν2.

Proposition 4.5 Il existe α ∈ R+, ν2 ∈ Ck et une application holomorphe
ν1 : C
k−1 −→ Ck tels que ϕ(z′, zk) = ν1(z′) exp(2iπzk/α) + ν2.
Preuve— La restriction de f a` L est une application holomorphe de degre´
d ≥ 2. Il existe donc un point ω ∈ L qui est pe´riodique re´pulsif pour f |L. On
peut supposer que c’est un point fixe re´pulsif de g|L. Alors en ω, g posse`de
k−1 valeurs propres de module supe´rieur a` 1 et une valeur propre nulle. Soit
V := {z ∈ Pk, lim
s→∞
gs(z) = ω}
la varie´te´ stable de g en ω [16, p.27]. C’est une courbe holomorphe im-
merge´e dans Pk qui coupe L transversalement en ω. Montrons que G est
harmonique sur V . Notons [w1 : · · · : wk] les coordonne´es homoge`nes de w
dans L. Sans nuire a` la ge´ne´ralite´, on suppose que wk = 1. Soit z ∈ V .
Notons gs,m(z) la m-ie`me coordonne´e de g
s(z). Alors lims→∞ gs(z) = w et
lims→∞ gs,m(z)/gs,k(z) = wm pour tout z ∈ V et tout m. On a
G(z) = lim
s→∞
1
(dg)s
log ‖gs(z)‖
= lim
s→∞
1
(dg)s
log |gs,k(z)|+ 1
2(dg)s
log
k∑
m=1
∣∣∣∣gs,m(z)gs,k(z)
∣∣∣∣2
Le second terme de la dernie`re expression tend vers 0. Le premier terme tend
vers une fonction harmonique car il est harmonique. Ceci montre que G est
harmonique sur V
D’apre`s la proposition 4.2, il existe ξ ∈ Ck−1 tel que V ⊂ ϕ(Dξ). D’apre`s
le lemme 4.4, ϕ(Dξ) est une droite complexe.
Soit Σ l’ensemble des u ∈ Ck−1 tels que Du ve´rifie Λm(Du) = τ(Dξ) pour
un m ≥ 0 et un τ ∈ A. D’apre`s le corollaire 3.5, cet ensemble est dense dans
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Ck−1. Pour un tel u, gm(ϕ(Du)) est e´gal a` ϕ(Dξ) qui est contenu dans une
droite complexe. Par conse´quent, ϕ(Du) est une courbe alge´brique qui coupe
L transversalement. D’apre`s le lemme 4.4, c’est une droite projective. Alors
pour tout u ∈ Σ, il existe α(u) ∈ R+, ν1(u) ∈ Ck et ν2(u) ∈ Ck tels que
ϕ(u, zk) = exp(2iπzk/α(u))ν1(u) + ν2(u).
L’application ϕ e´tant holomorphe, en prenant zk = 0, 1,−1, on montre
facilement que exp(1/α(u)), ν1(u) et ν2(u) de´pendent holomorphiquement de
u. Comme α(u) prend des valeurs re´elles dans une famille dense de u, elle est
constante. On obtient des formules explicites de ν1(u) et ν2(u) en fonction de
ϕ qui, par continuite´, impliquent que ϕ(u, zk) = ν1(u) exp(2iπzk/α) + ν2(u)
pour tout u. Comme G∗ est nulle sur {Imzk ≥ ‖z′‖2}, G doit s’annuller au
point ν2(u) = limImzk→+∞ ϕ(u, zk). Par conse´quent, ν2(u) est une application
holomorphe de Ck−1 a` l’image dans le compact {G = 0} de Ck. D’apre`s le
the´ore`me de Liouville, elle doit eˆtre constante.

Preuve du the´ore`me 1.3— Quitte a` effectuer un changement line´aire de co-
ordonne´es de Ck, on peut supposer ν2 = 0. L’application Λf pre´serve la
fibration {z′ = const}. D’apre`s la proposition 4.5, f pre´serve la fibration des
droites passant par 0. Elle est donc une application homoge`ne.
Notons Pk−1 l’ensemble des droites complexes passant par 0 que l’on peut
identifier avec l’hyperplan a` l’infini de Ck. L’application f induit un endo-
morphisme holomorphe f̂ de Pk−1. Il reste a` prouver que f̂ est de Latte`s.
On de´finit l’application ϕ̂ de Ck−1 dans Pk−1 par z′ 7→ [ν1(z′)]. Notons Â
la restriction des actions de A sur la famille de droites {Du}u∈Ck−1 et Λ̂f la
restriction de l’action de Λf sur cette famille de droites. On a f̂ ◦ ϕ̂ = ϕ̂ ◦ Λ̂f
car f ◦ ϕ = ϕ ◦Λf . D’apre`s la proposition 3.4, Â est un groupe d’isome´tries
co-compact qui agit transitivement sur les fibres de ϕ̂. Par de´finition, f̂ est
de Latte`s. On en de´duit que la restriction de f a` L est aussi une application
de Latte`s.

Preuve du corollaire 1.5— Soit F un releve´ polynomial de f . Soient
Gf(z) := lim
s→∞
1
ds
log ‖F s(z)‖
la fonction de Green de f et G+(z) := max(0, Gf(z)) la fonction de Green
de F . Notons µF la mesure d’e´quilibre de F et π : C
k+1 \ {0} −→ Pk est la
projection canonique.
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Comme le courant T de f est de classe C2+ǫ et est strictement positif dans
un ouvert U , la fonction Gf est de classe C2+ǫ dans π−1(U). En particulier,
{Gf = 0} ∩ π−1(U) est une hypersurface C2+ǫ strictement pseudoconvexe.
Comme Gf (λz) = log |λ| + Gf(z), la fonction Gf est harmonique sur toute
droite complexe passant par 0. On en de´duit que dans π−1(U) le support de
µF = (dd
cG+)k+1 est e´gale a` {Gf = 0}. D’apre`s le the´ore`me 1.3 applique´ a`
F , la restriction de F a` l’infini est une application de Latte`s. Ceci implique
que f est e´galement une application de Latte`s.
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